Terminale ES — Exercices sur « Logarithmes et opérations » - Corrigés

Exercice | : A=In16=In2*| A=41In2 lenézln%zanS B=—5In2
1 1 — B B 3 [
C—Eln16—5><4ln2 C=21In2 D=—In8=—In2’ | D=—31In2

Exercice 2 : A=In1000=In(10°)=3In10=31n(2%5)=3(In2+1n5) \ A=3In2+3In5 \

B=In500=In (5X5x2x5x%2)=In(2°%5’)=In(2*)+In(5’) | B=2In2+31n5 |
o8 2% s 2 -
C=Inye=In| 5 =In(2°)—1n(5?) | C=3In2-2In5 |

= — 3)( = — 3—
1000 In(2°%5)=—1In(2")—1n5

Dzln(0,025)=ln( 25 ):1n(5_2)=ln((5—2

=In 5—2 =In 1
2°%5° 23%5

| D=-3In2-In5|

Exercice 3 : Rappel : pour prouver une égalité A =B, on peut transformer l'écriture de A pour obtenir B,
transformer l'écriture de B pour obtenir A, ou encore calculer A et B a part et trouver une méme expression C.

a) In(24)=In(8%3)=In8+In3=In2’+In3=3In2+1n3 , donc ] 3In2+In3=In24 |

b) Pour prouver cette égalité, essayons d'exprimer chacun des deux membres en fonction de In 2 :

Commencons par le second membre, le plus simple : In % =In2"'=-In2

Passons au premier membre : 21n %+ 3ln 2=21n%+31n2=21n(22)+31n2=—41n2+31n2= —In2

. 1 1
Onabien:|2ln—+3In2=In—
n a bien no n n>

¢) 2In100—31n 10+1n 1000=21n 10°=31n10+In10°=41n10—-3In10+3In 10=41n 10 .
On a bien : ’ 21n100—31n10+1n 1000=41n 10 ‘

Exercice 4 : A=%1n25—21n2=%><1n52—21n2=1n5—1n22=1n(5) Azln(%) .

2

1 1 32 16
B=In32+In+—1n2 B=In[32xL=2| B=In|=2]| |B=m1®
Aoswinz =i “( 3 ) “(3><2) 13

Exercice 5 :a) x=3In2=In(2’)=In8 ; y=2In3=In(3%)=1n9. 8<9 et la fonction logarithme népérien est
strictement croissante donc elle conserve 1'ordre sur |0;+o[ . Donc In8<In9 , soit .

12) 4,24 =In(24).
5 10
Comme 2,4<2,5 et comme la fonction In est strictement croissante donc conserve 'ordre sur |0;+oo[ ,

In(2,4)<In(2,5), donc| y<x|.

Exercice 6 : On sait que In3~1,1 et In5~1,6.

b) x=1n5—ln2=ln(%)=1n(2,5) ; y=In12—In5=In
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a) In27=In3’=31n3, donc In27~3X 1,1, soit| In27~3,3 |.
b) In15=In(3X5)=In3+In5 . Donc In15~1,1+1,6, soit| In15~2,7 |
¢) In45=In(9x5)=In(3’%5)=2In3+In5 . Donc In45~2x1,1+1,6=2,2+1,6, soit| In45~3,8 |

Exercice 7 : On sait que In2~0,7 et In7~1,9.

a) In56=In(8x7)=In8+In7=In2’+In7=31In2+In7 Donc In56~3%0,7+1,9=2,1+1,9,| In56~4 |,

b) 1n3,5=1n(%)=1n7—ln2.D0nc In3,5~1,9-0,7 , soit| In3,2~1,2 |.
2
C) 1n24,5=1n(4—29)=1n(%)221n7—1n2,donc In24,5~2X%1,9-0,7=3,8—0,7,| In24,5~3,1 |.

Exercice 8 : a) Ine’—2Ine’=5Ine—4lne=5x1—4x1=5—4=1.Donc|Ine’—2Ilne’=1 |

b) 3lne_3+%lnew=3x(—3)lne+%><101ne=—9><1+5><1=—9+5=—4,donc 3lne_3+%lnew=—4 .

Exercice 9: A=In(e”)+3e™=—5Ine+3x5=—5%x1+15 A=10

1 0.5 | 1 1 — 17
B—Elne —Ine —EXO,Slne+4lne—Z><1+4><1—Z+4 B=4,25|ou B_T'

Tage1

C:ez :eln\/§+lne:eln\/§><e C=e\/§ ou sze\/a.

2+In2 a

€ € —b 2+In2—(1-In2 14+2In2 Ine+In2* In (e X4
D=-——— Rappel : —-=¢""". Donc D=¢? "2 (172 _gl¥2in2_gheth2_ Infe ),.
e e

e21n3 ) 5 ln(;—i) In= 9
E:e31n2 E:e2ln3—31n2:eln3 —ln2:e —e 8 ]E:g .
eS
Exercice 10: A=In|= |=In(e’"*)=In(e?) A=2
€
1 z -5 1 1
B=Inve—In = B=In|e?)—Inle ? Bzz—(—z) B=1
e3
C=In| = +In5=In(e’)—In5+In5=31Ine C=3
D=21n7—1n(%)=21n7—[1n49—1ne3]=21n7—1n72+3=21n7—21n7+3 D=3
€
E:eln3+1:eln3+lne:eln(36) E:3e
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3

F:eln2+1n3:eln31n2:eln(5) FZ%

G=2In(V2+1)+In(—=2v2+3)  G=In(v2+1)*+In(-2+2+3) G=1In(24+2v2+1)+In(-2v2+3)
G=In(34+2v2)+In(3-2+2) G=In[(3+2V2)(3-2+2)] G=In[3*—(2+2)]

G=In(9-8) G=Inl G=0

H=In(+/7)+In 2\/7+% H=In|V7x 2ﬁ+% H=In 2x7+%

H=In(14+3) H=In17

Exercice 11 :| A (x)=e"""2"|,

A(x) est défini sur ]0;+oo[ car In(2x) existe si et seulement si 2x>0 soit x>0.

,s0it| A (x)==—|.

Pour tout x de |0;+0o[, A(x)= 5
x

&
eln(Zx)

X

.. c S . 4 . . . L. —In(2
Remarque : a priori, >y est défini sur IR", mais si on veut pouvoir I'écrire sous la forme e” n@s
X

) , 1l faut se

restreindrea x € R™".

B(x)=e"""xe™ " B(x) est définie pour x>0, donc sur R**.
Pour tout x de ]0’—|—(x3[’ B(x):ex+lnx+lnx7x, B(x):eﬂnx:eln(xz) , B(x)zxz i

A priori, x” est défini pour tout x € IR, mais I'expression de départ de B(x) nous oblige & nous restreindre
x €R™.

Inx+1
€ Inx—1

C(x)= C(x) est défini pour x € R** afin que Inx soit défini. Le dénominateur e est non-nul

Inx—1 |

(et méme strictement positif) des lors que Inx est défini, puisque la fonction exponentielle est définie sur R a
valeurs strictement positives.

Pourtout X de |R+*, C(x):elnx+l*<lnx*l)’ C(X):ez )

Exercice 12 : a) In(e*+1)—x=In(l1+e ")

Le premier membre est défini sur R, car pour tout x € R, ¢'>0 donc e"+1>1>0 . L'expression a l'intérieur
du logarithme est bien strictement positive.

Le second membre est défini sur IR aussi, car pour tout x € R, ¢ *>0 donc 1+e ">1>0.

Vérifions maintenant 1'égalité :

X

e +1

X

€

Pour tout x € R, ln(1+ex)=1n(1+lx
e

=In =In(e*+1)—In(e*)=In(e"+1)—x .

On a bien, pour toutx € R, | In(e*+1)—x=In(1+e ") |

X —-X

1+e
1—e

1+e

X

=In

b) In

—X

X

el >0 (expression

Le premier membre est défini si et seulement si e*—1#0 (dénominateur non nul) et —

Terminale ES — Exercices sur « logarithmes et opérations », corrigé, page 3/4



dans le logarithme strictement positive).

X

Le numérateur 1+e” est strictement positif pour tout x réel. Donc est du signe de e"—1 .

X
e —1
0 . . . .
Or e'—1>0 & e'>1 & e'>e < x>0 carlafonction exponentielle est strictement croissante donc
elle conserve l'ordre sur IR.

Remarque : e'—1=0 < x=0. Le premier membre est donc défini pour x>0 .
) , est défini pour 1—e "#0 et pour i +e7x >0.
—e

—X

Le second membre, ln( 1 te
—e

l-e'=0 & l=e¢ ' & e’=¢ ' © 0=—x o x=0.
I+e™

1—e
Or l—-e >0 & 1>e " & e’>e’ & 0>—x o 0<x.
Le second membre est donc lui aussi défini sur ]0;+oo] .

X

Pourtoutx € IR, ¢ >0 donc 1+e ">1>0. — estdonc du signede 1—e *.

X X

Prouvons maintenant 1'égalité In l;l—e =In 1+e_x pour tout x de |0;+oo[ .
— —e
1 —X 1+i}€ e —i;l X 1 1 X
VxeR™, In +e_ =In € l=in|—_—|=m|E2 |=1n| =2 . L'égalité est vraie sur R*".
1—e 1— 1 e —1 e —1 e'—1
ex ex

Exercice 13 : f est la fonction définie par f (x)=2In x+In(1—x)—In2

a) f estdéfinie pour x>0 et 1—x>0, soit pour x>0 et 1>x, soit pour x € ]0;1[.
L'ensemble de définition de f est JO;1[.

2 x*(1—x)
b) Pour tout x de ]0;1[, f(x)=In(x")+In(1—x)—In2=In —

xz(l—x) '

Donc pour tout x de ]0;1[, f(x)=Ing(x) avec g(x)= 5
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