a= = o . . . P
Terminate C/ - G //y)/(’él'(")/ - Cuercices de calend avee la notion de co vyugue

%{/N( .

Exercice 1 : a) —i=i Réponse :
b) i—1=—1+i=—1—i Réponse:‘ —1-i ‘ou’ —i—1 ‘
¢) i(3+i)=3i+i’=3{—1=—1+3i=—1-3i Réponse : | —1—3i |ou| —3i—1]
d) —2i—2==2-2i=—2+2i Réponse : | —2+2i |ou| 2i -2

(Ly__i onee | 1
e) (E)_ > Réponse : >
f) a=a=(£)=—_2i=2i Réponse:

i i’ -1

I\ T+ 1=i_ (1= _1=2i+i_1-2i—1_ 2i_ . ) T
S ) B e e ) R T - Réponse: ]

h) Ez—i d'apres ce qui précede. Donc ‘ E iz—_i =1 Réponse :

i) (5+2i)=(5+2i)=(5-2i)=5"-3x5"%2i+3x5%(2i)*—(2i ) =125-150i — 60+ 8i=65 — 142i

car (a—b)'=a’-3a’b+3ab’—b’
Si on ne connait pas la formule pour développer (a—b)’ , on procéde comme suit :

(5—2i)’=(5-2i)%(5-2i)=(25-20i+4i*)x(5—2i)=(25-20i—4)x(5—-21)=(21-20i)(5-2i)
(5—2i)=105-421—100i+40i’=105—142i—40=65—142i

42((# 4:( 1_—ii )4:((1_—1.;'()1(11)1') 4:( _1:122 )4:

On peut utiliser la formule : (a—b)*=a*~4a’b+64a’b*—4ab’+ b

Réponse :

4:( I i )4: (1;41‘)4

4

i
i+1

1—i
I+1

i
i+1

3

i | 1-4it6i’—4i’+i' 1-4i-6+4i+1_ -4 1 Réponse - | —
i+1 16 - 16 16 4 pome:

Si on ne connait pas cette formule, on calcule comme suit :
C(1=iPx(1=1)7  (1=2i+i))(1-2i+1)  (1-2i—1)(1-2i—1) (=2i) 4i® 1

i
i+1

16 16 16 16 16 4
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Exercice 2 :

a) Z=z+z7-3i=2Re(z)-3i Z n'est pas réel. Il sera imaginaire pur si et seulement si Re(z)=0.
b) Z=2ilm(z)+5i  Z=i(2Im(z)+5) Z estun imaginaire pur.
)| Z=zz—z+7| 27 estunréel qui vaut (Re(z)/+(Im(z))*

7— 7 est aussi un imaginaire pur qui vaut —2iIm(z) car x—iy—(x+iy)=—2iy .
Donc Z=(Re(z))+(Im(z))’~2iIm(z)

Z sera un imaginaire pur si et seulement si z=0.

Z sera un réel si et seulement si Im (z)=0, c'est-a-dire si z est réel lui-méme.
Dans les autres cas, Z n'est ni réel, ni imaginaire pur.

d)| Z=Z(z+i)+i(5i—z)‘ Z=zZ+iz7+5i’—iz Posons z=x+iy avec x=Re(z) et y=Im(z).
Z=x2+y2+i(x—iy)—5—i(x+iy) Z=x"+y' +ix—1’y=5—ix—i"y
Z=x"+y+y-5+y Z=x"+y'+2y-5 Z est donc un réel.
Exercice 3 :
o [Z==2vE] 7oEE 7
b)[ Z=(i+2)(2—iz)] Z=(i+2)(2-iz) z=li+z)l2=iz) | Z=[-i+z)(2+iz)
¢)| Z=(2iz+3)? Z=(2iz+3) Z=(2iz+3)[ Z=(2iz+3f
Z=(-2iz+3)
0| z= Ltz 7| 1+iz 7 Ltiz Z:Eiz: 7-1-i2
2z—1 2z—1 2z7—i 27—i 27+1
NSRRI b2 P
Exercice 4 : Zl_2—i et Z2_2+i .

Z,+z, estréel car z, et z, sont conjugués, car leurs numérateurs sont conjugués ainsi que leurs

dénominateurs, et car i, :é' .
< Z
Or la somme de deux complexes conjugués vaut deux fois leur partie réelle.
. 1.3 -1 .43
E D jE—o A 1 =———i—
xercice S : | j 2+1 > ) ] > 1 >
2 2 ~ —~\2 —
2= _l+i£ (-1 +2% 1 xiﬁ+ iﬁ :l_iﬁ_é 2 _l_iﬁ
2 2 2 2 2 2 4 2 4 2 2
1.3 1 .43 1 3 1 V3 1 .43
IX 1 ———i—= — i === ——=—i—=
1_ | 2 2 _ 2 2 _.2 2 _2 2__2 2
ST W O P O B WPt T O O e - I
22 22 2 2 2 "2 4\ 4 4
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Donc Lz—l—iﬁ
] 2 2
. . - 2 1
Bilan : onabien| j=j=—|
J
2) Montrer que 1+j+(3)2=0 On a vu que jz—%—i%
2 2 2 ~
(3) = _l_lﬁ (-1 B, B¢ _1 ><1£+ iﬁ _1 ﬁ—i (3)2:__+i£
2 2 2 2 2 4 2 4 2
Donc 1+]+(3)2=1—%—i%—%+i73=0
3) Soit z € C. Développons (z—j)lz—]).
N 1,.43 1 .3 1 .3 1,43
—ilz=jl=l 2= = +iZ2||x| 2= | =i Z||=| z—=—i = || z—=+i =
(ZJ)(ZJ)[Z 2772 (212)](Z212)( 22
N 1V [V3)_ L (1P [ 3)_ . 1.3
—ilz=jl=lz—= | —[iX2 | = —2xzx=+|= | -| -2 |=2"—z4+-+=
(z J)(ZJ)(Z 2) (IZ)Z < 7 417 7Ty
Donc | (z—j)lz—j]=z>~z+1 | C.Q.ED.
Exercice 6 :
(E)[i=1]e 221 o =l o =l o =i e =i 5=i
: _

1Z+z= osons z=x+iy ou x=Re(z) et y=Im(z), puis résolvons dans IR” 1'équation :
(E,) [iz+z=0] P iy ol x=Re(z) Im(z) , puis résolvons dans IR’ I'équati

(E') i(x—iy)+(x+iy)=0 o ix+y+x+iy=0 o (x+y)+i(x+y)=0 & x+y=0 et x+y=0

Dans IR, tous les couples de la forme (x;-x) sont solutions de I'équation (E',) .
Onnote S={(x;—x), x €ER}

Donc tout nombre complexe dont la partie réelle et la partie imaginaire sont opposées est solution de 1'équation

(E,) :‘SZ{x—ix,xEIR} ‘

N 3i+2i’—6—4i
() [(3-2i)z=i-2] (B)) & o= 2
_i-2 _—2—6—i 8 i
(E)) & s=5— () & 2= =371
(i—2)(3+2i) 8 i
E = = —_
(Bj) e = (3-21)(3+21) (B) & 2=—33773
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- _ 3i(2-1) __3.6.
E,) | (2+i)z=3 E = E =Z+—
( 4) ( 1>Z 1 ( 4) <z (2+1)(2_1) ( 4) = Z 3 51

__ 3i __6i-3i’ _3 6. (3 6.,
(E,) = Z_2+i (E,) & z= 411 (E,) = Z_S 51 S_{S 51J

(E) [z2-2z=1+5i]
Posons z=x+iy ot x=Re(z) et y=Im(z) et résolvons dans IR* 1'équation (E’,) :
(E'5) x—iy=2(x+iy)=1451 o x—iy—2x—2iy=145i & —x—3iy=1+5i

—x=1 x=—1 5
(E5) = A _5 S={ —1;—5 } (ensemble des solutions de (E ;) )
~3y=5 773
(Ej)= z:—l—%i S={—1—%i} ( Ensemble des solutions de (E) )
— : N . _5-2i _ (5-2i)(3-2i)
E,) |2iz+37=5-2 3+2i)7=5-2 = -
(B [2iz+3z=5-2i e (3+20)2=5-2i = =35 @ T=(35055y
_ 15-10i—6i+4i’ _ 15-16i—4 _ 11 16. _11 16,
E = = - 7 =__—__ 7=—+—1
(Eg) = 9—(2i) T T o2 T F B3B! T 1313
11 16.

(E;) | (1—i)z=z| Posons z=x+iy o x=Re(z) et y=Im(z) et résolvons dans R> 1'équation (E',) :

(E')) (1=i)(x—iy)=x+iy o x—iy—ix+i'y=x+iy © —iy—ix—y=iy o 0=y+2iy+ix
y=0 y=0
(E") & 0=y+i(2y+x) & o L'ensemble des solutions de (E',) est: S={(0;0)}
2y+x=0 x=0
Donc (E,) e z=0

(E,) ‘(3+i)2=(1—51)z| Posons z=x+iy ou x=Re(z) et y=Im(z) et résolvons dans R” :

(E'y) (3+i)(x—iy)=(1=5i)(x+iy) o 3x=3iy+ix—i'y=x+iy—5ix—5i"y

(E'y) & 3x=3iy+tix+y=x+iy—S5ix+5y o 2x—4y+6ix—4iy=0 o 2x—4y+i(6x—4y)=0

x=2y x=2y y=0

(E'g < < < < S:{(O;O)} pour (E'g)
6x:2_x 4_x:() _x:()

(Es) = z=0

(E,) ‘iZ—Zi:(Z—i)erl‘ Posons z=x+iy ol x=Re(z) et y=Im(z) et résolvons dans R’ :

(E'y) i(x—iy)—2i=(2—i)(x+iy)+1 e ix—i"y—2i=2x+2iy—ix—i’y+1
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0=2x+1 X=—= X=—=

(E',) o i(x=2)=2x+1)+i(2y—x) o = 2 = 2
¥=2=2y-x 2x—2=2y x—1=y
1 1
X=—= X=—=
2 1.3
(E'y) = o S={ ED) ] (Ensemble des solutions de (E ') )
1 _3
2 Y )
1 3.
(Ey) & ZZ—%—%i S={—§—§1}
(Ey) ‘(3—2i)2—2iz=3—2i| Posons z=x+iy ol x=Re(z) et y=Im(z)
Et résolvons dans R 1'équation (E ') :
(E'y) (3=2i)(x—iy)—2i(x+iy)=3-21 & 3x-3iy—2ix+2{"y—2ix—2{"y=3-2i
3x=3 x=1 x=1
(E",) © 3x+i(-3y—4x)=3-2i o o o
—3y—4x=-2 —3y—4=-2 —3y=2
x=1
(E',) & 5 Ensemble des solutions de (E',,) : S=| 1;—% }
yz—g
2. . 2.
(E,,) < z=1—§1 Ensemble des solutions de (E,,) : S={1—§1}
(E,) Z=1—4__;z Remarque : on a vu a I'exercice 1 que %q
CLl4i_ (1) 1+2i-it2i
Eneftet: 15~ —nn+) 2 2
Donc (En) o Z=iz Posons z=x+iy ot x=Re(z) et y=Im(z) et résolvons dans R’
X=—y
(E’H) x—iy=i(x+iy) © x—iy=ix+i’y © x—iy=—y+ix o
—y=x

Peu importe la valeur de x , mais x et y doivent étre opposés.
L'ensemble des solutions de (E ;) estdonc: S={(x;—x), x €R}

Tout complexe dont la partie réelle et la partie imaginaire sont opposés est donc solution de (E,,) :

‘S— x—ix, x €ER} ‘
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(E,,) | (1+1V3)z=(1-iv3)z Posons z=x+iy ol x=Re(z) et y=Im(z) et résolvons dans R’ :

(E',) (1+i\/§)(x—iy)=(1—i\/§)(x+iy) < x—izy\/§+ix\/§—iy=x—izy\/§+iy—ix\/§
(E',) & i(xV3—y)=i(y—xV3) & xV3—y=y—x3 (cari#0)

(E',) & 2xV3=2y o x3=y

L'ensemble des solutions de (E'},) estdonc S§={(x;xV3),x€eR].

Tout complexe dont la partie imaginaire est égale a la partie réelle multipliée par V3 est solution de (E,,).

Donc | §={x+ixV3,x €R]
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