Terminale 7 C — Devoir de mathématiques n°1 — Corrigé
Forme algébrique — conjugué — module — représentation graphique — équations complexes

1—1
1+1

- \2 \2 . )
Exercice 1: 1) 1 ?)221—2&1 1-2i-1_-2i
1+1 (1+i)* 14+2i-i® 1+2i—-1 2i

Sans la formule (a—b)’ =a’+3a’b+3ab’+b’

B=(2—i)—(1+i)(1-21)(1+31) C=(-2+3i)
B=(2—i)(2—i)—(1-2i+i—2i°)(1+31) C=(—2+31)x(-2+3i)
B=(4—4i+1*)(2—i)—(1—-i+2)(1+31) C=(4—-12i+9i%)x(4—12i+9i?)
B=(3—4i)(2—i)—(3—1)(1+31i) C=(-5-12i)
B=6—3i—8i+4i’—(3+9i—i—3i’) C=25—(—120i)+1441’
iNe pas oublier de développer dans une parenthése apresun—. C=254+1201—144
B=6—11i—4—(3+8i+3) |C——119+1201|

B=2—-11i—(6+8i)
B=2—11i—6-8i

B=—4—19i

Avec la formule (a—b)’=a’+3a’b+3ab’+b’

B=(2—i)—(1+i)(1-21)(1+3i)
B=8-3X2’Xi+3x2Xi’—1’+(1-2i—i—2i°)(1+3i) B=8—12i—6+i—(3—i)(1+3i)
B=2-11i—(3+9i—i—31i’)

B=2—11i—(6+8i)

’) f(z):1+z+z2+z3 a)f(i):1+i+iz+i3:1+i—1—i =0
1+z 1+i 1+i
f(i_l):1+(i—1)+(i—1)2+(i—1)3:i+i2—2i+1+i3—3i2+3i—1:i—1—2i+1—i+3+3i—1
1+(i—1) i i
. 2+i . (2+1)x(—i) . —2i—i’ . :
—1)== —] )= —1)= —1)=1-2
flimt)== fi-1) (i) flimt)=—= =) i
F24i)= L+(2+i)+(2+i+(2+i) _ 3+i+4+4i+i’+8+12i+6i’+i’ _ 15+17i—1-6—i _8+16i
1+(2+i) 3+i 3+i 3+i
f(2+i):(8(;i?)1()3(3_—i)1) 24— 81:1?1—161 _40J1r(;101:4+4i Fermara]

Méthode plus astucieuse si 1'on remarque que le numérateur de f(z) se factorise par (1+z) :

I+z+2°(1+2)_(1+2)(1+2°)
1+z 1+z

Pour tout z#—1 , f(z)= flz)=1+72

fli)=1+i’=1-1=0 fli—)=1+(-1P =1+i"-2i+1=1-2i

f2+i)=1+2+i)=1+4+4i+i’=1+4+4i—1=4+4i
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b) Onrésout dans C—{—1} f(z)=0 & 1+z°=0 (au moment de résoudre, on est obligé de penser 2 la

factorisation) f(z2)=0 & 7’=—1 & z=i ou z=-i S=[—isi}
) ) N Ve 1+2iz _.z—1 . (_a._ Ly
Exercice2: 1) a) (1+2i)z—(i—1)=iz—3 (E,)b) T Pt (E,) Onrésout dans C—{—3; 5]
(E) & (1+2i)z—iz=—3+i—1 (E,) = (z+3)(1+2iz)=i(z—1)(1+22)
(E) & (1+2i—i)z=—4+i (E,) & z+2i+3+6iz=i(z+27°—1-22)
(E,) < Z=_14_:;1 (E)) & 2iz’+z+6iz+3=2iz" —iz—i
(—4+i)(1-1) . .
E = E 1+7i)=-3—
(E) = (1+1)(1-1) (E,) = zl i) 1
—4+4iti—i’ _(=3-1)(1-7i)
() & — 5 — (E:) « T (1-71)
—4+1+45i —3+21i—i+7i’
E) & ———— E) o z=
( l) 2 ( 2) 1_4912
3.5. —10+4+201 1 2.
(E) = 5ol (E,) = =y @ =t
SZ{—%-f-%i} SZ{—%-F%” qui est bien différent de —3 et —%
=12|_s
z—8 1| 3
2) (Sys) Ce systeme est défini pour z#8
Z—4:1
z—8
2
c-12p_25 9]z —12f=25|z-8f
Sys)e | 127819 (Sys) =

2 2
e—ap=|e—sf 2=l =l

Posons z=x+iy avec x=Re(z) et y=Im(z), notre systeme est équivalent a résoudre dans IR*—{(8;0)] :

9((x—12)+y*)=25((x—8)+y?)
(Sys")
(x—4)+y*=(x—8)"+y’

En effet : Pour tout complexe z=x+iy (avec x ety réels), Z|2=\x\2+|y\2.
Donc on a par exemple : |z—12f=(Re(z—12)+(Im(z—12))’=(x—12)+’

(Sys) = (x—4)=(x—8) (deuxieme ligne) & x’—8x+16=x"—16x+64 < 8x=48 = x=6

9((6—12)+ y*)=25((6—8)*+y) 9(36+y")=25(4+y") 324+9 y’=100+25 y*
Donc (Sys') & e And
x=6 x=6 x=6
224=16 y* 14=y? y=v1dou y=—+14 Donc | E={6—iV14;6+i\14)
(Sys') = e < - car les deux solutions trouvées sont
x=6 x=6 x=6 bien différentes de 8.
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3) Déterminons et construisons l'ensemble des points M (x, y)
tels que z=x-+iy vérifie |7+i|=2

Z+i|=2 o|z+if’=4 o|x—iy+il’=4
® xX+(-y+1)’=4 & x+(y-1)=2" carun
réel ((—y+1)) et son opposé (y—1) ont le méme carré.

x’+(y—1)=2" est une équation du cercle de centre A(0;1) et
de rayon 2.

L'ensemble des points M cherchés est donc le cercle de centre
A(0;1) et de rayon 2. 2

4) Déterminons et construisons l'ensemble des points

M(x,y) tels que z=x+iy vérifie : D !
V2 . V2 e
- +| ——+ +1: 0s
> TH STz 0 |
cest-a-dire (%—i (x+iy)+(%+i (x—iy)+1=0 (Eq) T e T T I e e
(Eq) = %x—ix+i%y+y+%x+ix—i%y+y+1=0 E

(Eq) & | xV2+2y+1=0

Il s'agit de 1'équation cartésienne d'une droite.

L'ensemble des points M (x;y) cherchés est la droite D d'équation | xv2+2 y+1=0 |.

Pour la construire, déterminons deux points de cette droite :

Six=0, 2y+1=0 < y=—l.Dpasse donc par A 0;—1).

2 2
Si x=42, x/EX\/E—l-Zy—H:O o 2y=-3 & yz—% . D passe donc par B(D;—%)
Exercice 3: z=x+iy (x ety étant des réels) un nombre complexe distinctde —1 .
= 211_11 . Remarque : (x,y) doit étre différent de (1,0) pour que Z soit défini.
Z

1) Pour commencer, je choisis d'écrire Z sous forme algébrique : on aura alors directement Z ,Re(Z) et Im(2).

2i(x+iy)—i 2ix—2y—i (=2 y+2ix—i)(x+1-iy)

7= z=2 2l 7o . .

x+iy+1 x+1+iy (x+1+iy)(x+1—iy)
Z:—2xy—2y+2iy2+2ix2+2ix+2xy—ix—i—y __ =3y +i2x2+2y2+x—1

(x+1)2+y2 (erl)ery2 (erl)ery2

_ _ 2 2 _ . 2 2 _

Donc| Z= 32y l_i2x —|—2)/2—|-)c2 1 ’ Re(Z)z% ot Im(Z)zzx —|—2yz—|-)c2 1
(x+1)+y (x+1)+y (x+1)+y (x+1)+y
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‘Z‘ZZZXZZZiZ—iX—%EH:4z2—22—2z+1:4ZZ—2(z+Z)+1
z+1 z+1 zz+z+z+1 zz+z+z+1
_ — p_.2, .2 2 A4(xX*+y')—4x+1
Or z+Z=2Re(z)=2x et zz=|z[ =x"+y Donc |Z['=—5—2 ,
X +y +2x+1
2 AN
Donc ‘Z‘:\/4()§ +);) 4x+1
X +y +2x+1

2) Déterminons I'ensemble E, des points M (x,y) tels que |Z |=1 .
Rappel : on résout pour z#1, donc pour (x,y) # (1,0)

4(x2+y2)—4x+1

1Z|=1 & |z['=1 e =1 © 4xX°+4y —4x+1=x"+y"+2x+1
X +y +2x+1
& 3043y —6x=0 o xX+y"-2x=0 & [F—2x+1)+y"—1=0
= (x—1)2—|- y2:12 (El) est le cercle de centre A(1,0) et de rayon 1 (on vérifie que A(1,0)

n'appartient pas a ce cercle, c'est le cas car A est son centre et que son rayon est non nul).

. ol 2iz—i]| 12iz—i
Autre calcul possible (dans C-{1}): |Z|=1 ©|ZT—1 < 1]
1Z|=1 o |i|lx|2z—1]=]z+1] & 1x|2z-1]=|z+]]
< ‘2z—1|2=|z+l|2 < ‘2(x+iy)—1‘2=‘x+iy+1‘2 e (2x—1P+2y)=(x+1\+y
o 4x°—4x+1+4y=X"+2x+1+y" o 3x7-6x+3y’=0 o x’—2x+1+y’—1=0
& (x—1)+y*=1.On trouve bien une équation du cercle de centre A(1,0) et de rayon 1.

=1 o |i(2z=1)=|z+1]

LS}

3) Déterminons 'ensemble (E,) des points M (x,y) tels que Z soit imaginaire pur.

Z sera un imaginaire pur si et seulement si Re(Z)=0, soit %z 0 (dans C-{1})
(x+1)+y
soit y=0 avec (x;y)#(1;0)
(Ez) est donc la droite des réels (axe des abscisses) privée du point A(1;0).

4) E, N E, estl'intersection de I'axe des abscisses privé de A avec le cercle de centre A et de rayon 1.
Il s'agit de I'ensemble des deux points O(0;0) et B(2;0) :

15

0.5 |

25 2 \15 IS a5 25 a3
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On peut le démontrer plus précisément en raisonnant comme suit :

(x—1)+y’=1 x—1=loux—1=-1
M(xiy) € E,NE, (pour (x,y) # (1,0)) e (x—1)P=1
y=0 y=0
x=20u0
M(xy) € E,NE, (pour(x,y)#(1,0)) < . Les deux couples trouvés sont bien différents de (1;0).
y=0

Donc | E, NE, |est I'ensemble des deux points O(0;0) et B(2;0).

Exercice 4 :
Sm=1+ i+ i + i +.. + 1
qiSm) = - i - ¥ - i - - = !

(1-)S) =1 - i""!

1 _in+l

Donc S (n)= =
—i

. .. .2 .3 . .4
Onsaitque 1=1, i'=—1, i'=—i eti=1.

A4p+l . 4p+2

Donc pour toutp € N, i*’=1, i*"*'=i, i MLARES

—1eti —1.

Donc si n est un multiple de 4, soit s'il existe un entier p tel que n=4p,

_.4p+l o
S(n)=2=___1Zi_; [g(n=1]
1-1 1—-1

Si n est un multiple de 4 plus 1', soit s'il existe un entier p tel que n=4 p+1 :
1-i*"? 2 2(1+i)  2(1+i) :
S(n)= = = = S(n)=1+i|
= =15 EE (n)=1+i

Si n est un multiple de 4 plus 22, soit s'il existe un entier p tel que n=4 p+2 :
__4p+3
S (n)=1 S(n)=i|

i 1+i_ (1) 1P4+2i+i7 2i
1—-i  1—i (1-i)(1+i) 2 2

Si n est un multiple de 4 plus 3%, soit s'il existe un entier p tel que n=4 p+3,

=i 1-1
S(n)= ll—i =15 S(n)=0|

1 On dit aussi : si n est congru a 1 modulo 4, et on note : n=1[4].
2 Sinest congru a 2 modulo 4 ou si n=2[4]
3 Sinestcongru a3 modulo 4 ou si n=3[4]
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