Terminale ES — Exercices sur les fonctions exponentielles — Fiche 1 - Corrigés

2x+2

Exercice 1 : 32x+1 X3x:32x+27(2x+1)+x:32x+272x71+x — 3x+1

Exercice 2 :

1) Résolvons I'inéquation ¢°*"' <4 >** . On sait que g>1, donc la fonction exponentielle de base ¢ est

strictement croissante sur IR. Donc ¢>**' et ¢ >*"’ sont rangés dans le méme ordre que 3x+1 et —2x+3.
. 3y “ox 2 2

Ainsi, ¢ '<g "7 o 3x+1<-2x43 o 5x<2 o x<z.Or §=0,4.

Donc‘ S=]—00,04]

, réponse a)

2) f estdéfinie sur R par f(x)=e "',

f (x) est donc de la forme " , ou u est une fonction définie et dérivable sur IR. Pour tout x € R,

u(x)=—x+1,donc u'(x)=—1.
La dérivée f' de f estdonc définie sur R par f'(x)=u’'(x)xe"™,
soit f'(x)=—e "' ouencore| f'(x)=—e'"".|Réponse b)

Exercice 3 :

1) Soit x un réel quelconque et q un réel strictement positif.
3x

qux :q“*(*zx):qsx . On sait déja que la réponse b) convient.

3
2 (o1 s 5x ) . 3 <
g * n'estpas égala ¢°* pourtout x réel, puisque ) est une constante ne dépendant pas de x ,

contrairement a Sx .

Mais (g*)’=¢”* pour tout x réel. Donc la réponse c) est correcte aussi.
Les bonnes réponses sont les réponses b) et c).
2)Si f est la fonction définie sur R par f (x)=e " ", sa fonction dérivée f ' est définie par :

2 f(x)=(—2x42)e P2 by fr(x)=lZ2ar2)e” O flx)me

—2x
e
f est la fonction définie sur R par f (x)=e * "**. f(x) estde la forme e"*’, ot u est la fonction
polyndme définie sur R par u(x)=—x"+2x.
u est dérivable sur IR et sa dérivée u' est définie sur R par u'(x)=—2x+2 .

Donc fest dérivable sur Ret f'(x)=u'(x)xe“", soit| f'(x)=(—2x+2)e ™ 2" |,
On sait déja que la réponse a) convient.

%A—zm)x =(—2a2)xe =1 (x).

Testons la réponse b) : Pour tout x € R,

La réponse b) convient aussi.

La réponse c) ne convient pas car la dérivée de e" n'est pas e" mais u'e".

Les réponses correctes sont les réponses a) et b).
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3\2 6
) 2
2

d) (2°+1)=(4+1)=5"=25

Exercice 4 : =1 b) 0,77'%0,7=0,7"'%0,7'=0,7 """'=0,7"=1 c) e’Xe”

2

=e’=1

2 3 5
Brercice 5: q>0.0) £X0=L=g"  b) (¢Ff=(g'P=¢"  © (") =(¢7)"=4"
q q
1 1 in) 1 11
Exercice 6 : a) 4°=(2°)°=2" °/=2° Donc 4°=2".
1 L a1 1 1 1 1 st 1 L
b) 8°=(2'P=2 *=2'=2 et 32°=(8x4)°=(2’%2%)°=(2") =2 *=2'=2.Donc 8°=32
5 50 33 5
¢) 27°=(3*)=3" 3=3" donc 27°=3".
3 3
d) %=23‘<‘3>=26 et 4°=(2?)'=2"*'=2° donc %3=43.
2 2
3 3 4X(_§) 1 I
4 4\ 4 _ 4/ ~A-3 o 4__ 1
e) 16 *=(2%) *=2 =2 = g - Donc 16 g
3 3 33 9 P o 9 3
f) 27%=(3’)*=3" 2=32 et (V3) =(3%] =32, donc 27>=(v3) .
Exercice 7 : g >0.
(1 _2_ 172_1 0.6 N ce a\b__ _ab a1
A=|—3 7 A=q Regles utilisées : , (q")=q" et q =
1 -2
Autre possibilité : A= T) =(g ) =g "2 A=¢"°
7
1 I I A | L
B= iz) 4Xq:( _2) =q 4):q2 B:q ou B:\/:] .
q% 2.1 4.1 3 L —
— 2 _
CZ_AZQS 6=¢° °=¢q C=q  |ou C—\/q
6
q
AT Y L
D=\Vg=\q’) =¢’ D=g" ou| D=1gq
AT 1 =
E=\q’] = E=¢* ou| E=Vgq
1 1 L 1,12 13
F=¢'x((¢’))=¢'xq'=¢" =q’ F=q¢’
12 2 22 L2 2
G=(=xq¢’=(q" ) xq’=(q"'xq')’=(¢q’)’=1" | G=1|(car (gx p)'=¢"x p" soit ¢'x p’=(gxp)")
2 3 3 5 2 2 1 1 12
EI 2 S’ 2,31 4,51 12
H:(‘]) 1(‘]) _4 1(] =g 6=g =g H=4"
q° q°
I:((q702)2)3>< 04_(q70,4)3><q04:q 12><q04 I:qf(),S
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’% —
) "X _1— _
Exercice 8 : J=e 7e =e 77 J=¢7
e
—2\3 -5 —6 )
€ Xe e Xe 65— -
Kz( e e _ 6-5—4 K=c
(e”) e
1 1 1 1 _
L=—TXo=—f—=—5 L=e
e € e"Xe e
e7x><e)c e7x+x eSx
M(x)="—F—="7—=" M (x)=e*"* | ou| M (x)=e**"
€ e e
e7x><ef7
N — - — Tx—=T—x N(x):e6xf7
e
1 —x— - —x=3__ —3x—l-x— —4x— —4(x
O(x)263x+lxe x 3:e (3x+1)—x 3:e 3x—1-x-3 O(X):e 4x—4 ou O(X):e 4(x+1)

Exercice 9 1 a) (e*+1)(e*—1)=(e*)’~1’=e’*—1,donc| (e*+1)(e"—1)=e""—1| car

b) (e"+1)=(e"P+2xe"x1+17=¢>"*" donc| (e"+1)’=e"+2¢*+1 | car (a+b)’=a’+2ab+b".

o) (677=2)(e"+1)=e""Xe ' +e' *x1-2e'—2=¢" e T —2e'—2=e"""+e " —2e"-2.
Donc | (e"=2)(e'+1)=e* 7 +e* " —2e*~2| car (a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd .

—-x xX— —x+3x— xX— 1 - - - - 1
d) el ><e3 2:el +3 ZZCZ 1 et _62%:e lxe2x:e2x l,dOHC e1 xxe3x 2:_e2x i
€ €
X —x\2__ ([ .x)\2 X —x -x\2__ 2x X—x —2x__ 2x 1 _2x 1
e) (e'—e ") ’=(e")—2xe'xe "+(e ) =e""—2e" "+e ‘=e —2X1+—0=e"+—F-2.
€ €
X —x o, 1
Donc | (e'—e ) =¢’ +——2 | car (a—b)’=a’+2ab+b".
€
e’ 90e”

f) Dans 90X , divisons le numérateur et le dénominateur par e* qui est non nul car pour tout

De'+1 2e'+1
x €R, ¢'>0.

90x(e")
90e __ ¢ _ 90 _ 90_ Donc 920 _gox_¢ .
2¢+1 241 2e7 1 2+e” 2+e" 2e¢+1
ex ex ex
g) —()25’)?_1+26X%=2,5Xefo’5x+l+26><0,5x><efo’5x car Laze*“,
e’ e’ R

2,5 0,5 _05x 05 Cosa s e
Done —2—+2eX—2r=25e "' +2x0,5xxxe' xe =2,5¢ " 4 axe T =(2,54+x)e

e’ e

2,5 0,5 X e 05x+1
Donc m‘erXW—(z,S‘FX)C

c €

é 12y

Exercice 10: A=2¢ ™ B=—2¢2 C=_2e"

Comme, pour tout x € IR, e">0, A est strictement positif (puisque 2 et e le sont), et B et C sont
3

strictement négatifs, car —2<0, e*>0 et ¢>0. Donc A est plus grand que B et C.
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Il reste a comparer V3 et % afin de comparer B et C.

. ) 3 . = .
Tout le monde est censé savoir que 5= 1,5, mais pas que v/3~1,73 sans calculatrice.

Pour les comparer, élevons-les au carré :

= . 3 e . R . . .
Comme V3 et 5 sont positifs, ils sont rangés dans le méme ordre que leurs carrés (puisque la fonction

« carré » est strictement croissante sur [0;+oo[ ).

— 3 3% 9 8 1_ 2 (3V
(V3)'=3 et (2) —22—4—4+4—2,25.D0nc (V3) >(2) ,

donc, comme V3 et % sont positifs, \/§>%.

3
Comme la fonction exponentielle est strictement croissante, elle conserve 1'ordre sur IR et on a : eP>e? .

Comme —2<0, lorsqu'on multiplie les deux membres d'une inégalité par —2, on change le sens de cette
3 3

inégalité. Donc e”>e> o —2e’<—2e?, soit C<B.
Conclusion : .

. € Sn+3
Exercice 11: A=e’™? B="—=¢""" C=(e"")’=e'""=e""""

nt>1 donc 57>5.

Onadonc 5nt+2<5n+3<5n+5m.

Comme la fonction exponentielle est strictement croissante sur R :
SH+2<5n43<5n+5n o e P<e” <’ soit .

: 4
Exercice 12 : A=— et B=—= .
—e"+1 —e +1

—_

—
—_

%ZS,S,donc 5<1—21,d0nc e’<e

|

On souhaite diviser les deux membres de cette inégalité par —e"+ 1 . Pour savoir s'il faut ou non changer le
sens de I'inégalité, il faut connaitre le signe de —e"+1=1—¢".

Comme n>0, e">1 (d'apres les variations de la fonction exponentielle et le fait que e’=1)
Donc 1—e"<0, soit —e¢"+1<0.

11

11 5 2
5 e e )
Donc €' <e’ < O 1 .
—e +1 —e'+1
b1 3
) e +1
Exercice 13 : A= et B=e +1
2—e 2—e

On sait que e~2,718 donc que e>2, donc que 2—e<0.
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Or n~3,14,donc n>3 & e">e¢’ puisque la fonction exponentielle est strictement croissante sur IR.
e">e’ & e"+1>e’+1 enajoutant 1 aux deux membres.
e+l e+l
<
2—-e 2-e

et e'+1>e’+1 <

Exercice 14 : Résoudre dans IR les équations suivantes :
a) 2'=8 & 2°'=2 < x=3 carlafonction exponentielle de base 2 est bijective car elle est strictement

croissante sur R. | S=(3] |.

b) 2'=4"" & 2'=(2)"" & 2°=2"" o x=2(x+1) & x=2x+2 © —x=2 & x=-2.
S=[-2] |

en divisant les deux membres par 2—e qui est strictement négatif.

¢) 0,81'=1 & 0,81'=0,81" & x=0. [S=0]|

d) 1,39°"'=1 & 1,39°'=139" & 2x=0 & x=0. |[S=0]|

e) 27X3"'=3""" & 3'%x3'=3"" o F=3"" o 3+x=2-x o 2x=-1 o xz—%. S=—l.

) 3'=9 & 3"=3" & =2 & x=v2 oux=—v2. | S=[-12:V2]

2) (2°+1)(2°=1)=0 < 2°+1=0 ou 2°—1=0 & 2'=—1 ou 2'=1.

D'apres la courbe représentative des fonctions exponentielles, on sait que 2°>0 pour tout x € R.
Donc 1'équation 2'=—1 , n'a pas de solution dans R.

Donc (2°+1)(2°-1)=0 & 2'=1 & 2'=2" < x=0. S=[0] |

Autre résolution possible :
(2°+1)(2°=1)=0 & (2°P=1’=0 & 2%=1 o 2%=2" & 2x=0 < x=0,donc|S=[0]|

h) 2*(2*—1)=2".Pourtout x € R, 2*>0 donc 2*#0 .
On a donc le droit de diviser les deux membres de 1'équation par 2 qui est non nul.

Donc 2°(2*=1)=2" & 2¥—1=1 & 2*=2 o 2"=2' & 2x=1 & x=%. sz[%}

Exercice 15:a) e"''=1 & ¢"'=e¢’ & x+1=0 o x=-1. S=[—-1] |

b) e*'=e & e*'=e¢' o 2x+1=1 & 2x=0 & x=0. s=|0|
3x—1 X 1 1

c)e’ =e e 3x—-1l=x o 2x=1 & x=§. S= 5

d) (e'+1)P=1 & (e'+1)-1=0 < (e"+1)=1’=0 < (e'+1+1)(e*+1-1)=0
o (e"+2)xe'=0 o e'+2=0 ou =0 < e'=—2 ou e'=0.
Or pour tout x , e¢'>0, donc I'équation n'a pas de solution. .
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Autre résolution possible : on sait que deux nombres ont le méme carré si et seulement si ils sont soit égaux,
soit opposés, donc : (e*+1)’=1 < (e'+1)=1" & e'+1=1 ou e'+1=—1 © ¢e'=0 ou e'=-2,
et on conclut comme précédemment.

e) =1 & =’ o x(x+1)=0 & x=0ou x+1=0 o x=0 ou x=—1.[S=[-1;0] |
x=3_ _2-3x 5 5
f) " "=e o x—3=2-3x © 4x=5 & x:Z' S= il
g) &=e"" o Sx=x’+1 o 0=x’—5x+1 A=(=5)=4x1x(+1)=25-4=21.
L'équation a deux solutions : xlz—(—S)—\/ﬁZS—\/ﬁ et 2:5+\/ﬁ' S= 5_\/21;5_|_\/ﬁ
2X%1 2 2 2 2
h) e'= ! o e'=e " o e'=e ! o x=—x—1 o 2x=-1 o xz—l. S= _1 .
e)c+1 2 2

Exercice 16 :a) 1,25 '<1,25 & 125 '<1,25' & x—1<1 car 1,25>1 donc la fonction exponentielle
de base 1,25 est strictement croissante sur IR.

Donc 1,25 '<1,25 & x<2. S=]-w;2[ |

b) 417 <41"" o 3x<x+1 cardl>l o 2x<1 o x<%. Szl—m;%l
¢) 0,72°<0,72 < 0,72'<0,72' < x>1 car 0<0,72<1. S=[1;+00]|.
d) 0,72°<0,72""" & 3x>x+1 (car 0<0,72<1) e 2x>1 x>%. Sz]%;—koo[

e) 2V < o 2 <(22P o 29«2 o 3x<2(2x+1) (car 2>1)

o 3x<4x+2 o —x<2 o x>-2 ‘SZ]—2;+oo[ ‘
f) 27723 o (3°)'23" o 377>3"7 o —3x>x+2 car3>0.
o —4x=2 = xS—% = xS—% Sz]—oo,—%] )

2) (025"+1)>1 & (025" +1)—=1’>0 < (025"+1+1)(025"+1—1)>0 car a’—b’=(a+b)(a—b).
e (0,25°+2)%x0,25>0.

Pour tout x € IR, 0,25">0 car les fonctions exponentielles sont a valeurs strictement positives (voir leurs

courbes). Donc pour tout réel x, 0,25°+2>0 et 0,25">0, donc (0,25°+2)x0,25>0.

Tout réel x est donc solution de cette inéquation. .

h) (0,25"+1)(0,25°—1)<0.
On vient de voir que, pour tout réel x, 0,25">0, donc 0,25"+1>0 .
D'autre part, on sait que la fonction exponentielle de base 0,25 est strictement décroissante sur IR car
0<0,25<1, et que 0,25"=1 . Donc pour tout x<0, 0,25">1 et pour tout x>0, 0,25"<1 .
On obtient le tableau de signes suivant :
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X —00 0 +00
0,25"+1 + +
0,25"—1 + 0 _
(0,25"+1)(0,25"—1) + 0 -
L'ensemble des solutions de 1'inéquation (0,25"+1)(0,25°—1)<0 est donc S=[0;+[ ou S=R".
Exercice 17 : a) e’* '<e™ o 3x—1<2x (car la fonction exponentielle est strictement croissante sur R)
e x<I S=]—00;1]
b) e'>1 & e'se’ o x+1>0 o x>-—1 ‘Sz]—1;+oo[‘
C) >l o > o >0 x#0 car pour tout X € R, x*>0 avec x’=0  x=0.
’ S=]—00;0[U]0;+00] ‘ ou encore S=R"
d) e'<e' © <4 o x—4<0 o ¥-2°<0 o (x+2)(x—2)<0
X —0 -2 2 +00
x+2 - 0
x—=2 -
(x+2)(x—2) + 0
S=]-2;2[ |
e) (e"+1)(e"—1)<0.
Signe de e*+1: pourtoutx € R, e"*>0, donc e'+1>0.
Signe de e*—1 : D'apres I'étude de la fonction exponentielle, on sait que e*<1 lorsque x<0, que e'=1
lorsque x=0 etque e">1 lorsque x>0.Donc e'—1<0 & x<0.
On peut directement conclure que, d'apres la régle des signes, | S=]—o0; 0] |.
Pour ceux et celles qui auraient du mal a se représenter directement ce résultat, j'établis le tableau de signes :
X —00 0 +00
e’ +1 + +
e’ —1 - 0 +
(e"+1)(e"—1) - 0 +
f) e¥—e"'20 & e¥'ze' o 2x=x+1 o x=1. S=[1;+o]
0) e > e ¥>2x7—x © 0>x'—x o 0>x(x—1) o x(x—1)<0. S=]0;1]
X —00 0 1 +00
X - 0 +
x—1 - _
x(x—1) + 0 -
x—1 1 x—1 1 _ 1
h) e >_x = >e o x—1>x © 2x>1 o X>E S—]EH'OO[
e
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