Classe de quatrième – Chapitre XII

Ordre et opérations

I- Comparaison de nombres relatifs
Propriété :

Dire que a < b revient à dire que a − b < 0.

Dire que a = b revient à dire que a − b = 0

Dire que a > b renient à dire que a − b > 0

Vocabulaire :

a = b est une égalité
a < b et a > b sont des inégalités strictes
a ≤ b et a ≥ b sont des inégalités larges
Exemple : Dire que x – 3 ≥ 0 signifie que x ≥ 3.

Les solutions de l’inéquation x − 3 ≥ 0 sont tous les nombres supérieurs ou égaux à 3.

Représentation graphique de l’ensemble solutions :
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II- Addition et ordre
Propriété : on peut additionner ou soustraire un même nombre aux deux membres d’une inégalité sans changer le sens de cette inégalité.

Illustration :

2 < 3 est une inégalité vraie.

Si j’ajoute 5 aux deux membres de cette inégalité, j’obtiens 7 < 8 qui est aussi une inégalité vraie.

Application : résoudre une inéquation.

On sait que 2x + 3 ≥ x – 2

Quelles sont les valeurs de x pour lesquelles cette inégalité est vraie ?

J’ôte x aux deux membres, j’obtiens :

x + 3 ≥ − 2

J’ôte 7 aux deux membres, j’obtiens :

x ≥ − 5

Les solutions de cette inéquation sont tous les nombres x supérieurs ou égaux à – 5.

Représentation de l’ensemble des solutions :
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III – Multiplication et ordre
Propriété : on peut multiplier ou diviser les deux membres d’une inégalité par un même nombre strictement positif sans en changer le sens.

Illustration :

2 < 3 est une inégalité vraie.

Si je multiplie ses deux membres par 5, j’obtiens 10 < 15 qui est aussi une inégalité vraie.

Application : résoudre l’inéquation 2x ≤ 5

Je divise les deux membres de l’inéquation par 2 :

x ≤  eq \s\do1(\f(5;2))
Les solutions de cette inéquation sont tous les nombres x inférieurs ou égaux à  eq \s\do1(\f(5;2)).

Représentation de l’ensemble des solutions :
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Propriété : quand on multiplie les deux membres d’une inégalité par un nombre strictement négatif, on change son sens.
Illustration :

2 < 3 est une inégalité vraie.

Si je multiplie les deux membres par − 5, je dois changer le < en > pour que l’inégalité obtenue soit vraie. J’obtiens : − 10 > − 15

Applications : résoudre l’inéquation – 3x > 9

Je divise les deux membres de cette inéquation par − 3 et je change son sens :

x <  eq \s\do1(\f(9;− 3))
soit
x < − 3

Les solutions de cette inéquation sont tous les nombres x strictement inférieurs à − 3.

Représentation de l’ensemble des solutions :
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IV- Encadrements et valeurs approchées.


1- Encadrement
a et b désignent des nombres tels que a ≤ b.

Pour indiquer que x est compris entre a et b (a et b inclus ), on peut écrire l’encadrement : a ≤ x ≤ b

On dit que l’encadrement de x est d’amplitude b − a

Exemple : encadrons le quotient  eq \s\do1(\f(10;3)) dans un intervalle d’amplitude 0,1

3,3 ≤  eq \s\do1(\f(10;3)) ≤ 3,4


2- Valeurs approchées.

On sait que 3,3 ≤  eq \s\do1(\f(10;3)) ≤ 3,4   (la calculatrice donne  eq \s\do1(\f(10;3)) SYMBOL 187 \f "Symbol"\h 3, 3333333 )

3,3 est la troncature au dixième de  eq \s\do1(\f(10;3)) ( On dit aussi : valeur approchée par défaut )

3,4 est la valeur approchée par excès au dixième de  eq \s\do1(\f(10;3))
Comme  eq \s\do1(\f(10;3)) est plus proche de 3,3 que de 3,4, sa valeur arrondie au dixième est 3,3.

On dit « au dixième » car l’intervalle d’encadrement a une amplitude de 0,1.

Exemples de valeurs approchées au centième :

	Nombre :
	valeur tronquée au centième :
	valeur approchée par excès au centième :
	valeur arrondie au centième :

	π
	3,14
	3,15
	3,14

	 eq \s\do1(\f(16;9))
	1,77
	1,78
	1,78

	4,125
	4,12
	4,13
	4,13


Remarque : lorsque le chiffre suivant est un 5, on arrondit par excès.

La suite de ce cours dépasse le programme de 4ème :

V- Les opérations membre à membre
         1- Addition et multiplication membre à membre.

Règle de l’addition membre à membre : on peut additionner membre à membre les membres de deux inégalités de même sens sans changer le sens de l’inégalité.
Soit : si a < b et c < d, alors a + b < c + d
Exemple d’application avec l’encadrement d’une somme :

Si  ( 1 < x < 4   et    3 < y < 7, alors  ( 1 + 3 < x + y < 4 + 7 :

            ( 1      <    x        <   4   

(+)        3       <     y        <   7

       ( 1 + 3    <   x + y   < 4 + 7 

D’où    eq \x(2 < x + y < 11)
Règle de la multiplication membre à membre : on peut multiplier membre à membre les membres de deux inégalités de même sens sans changer le sens de l’inégalité, à condition que tous les nombres soient positifs !

La positivité doit être stricte si les inégalités sont strictes.

C’est à dire :

· si 0 ( a ( b et 0 ( c ( d, alors    0 ( ac ( bd
· si 0 < a < b et 0 < c < d, alors    0 < ac < bd
Exemple d’application avec l’encadrement d’un produit :

Si  1 < x < 3   et    5 < y < 7, alors  1 ( 5 < x y < 3 ( 7 car 1>0 et 5>0 :

                 0 <        1    <    x   <   3   

(()         0 <      5    <    y    <   7

             0 <  1 ( 5   <   xy   <   3 ( 7

Donc  eq \x(5 < xy < 21)
         2 – Passages à l’opposé et à l’inverse
Règle du passage à l’opposé : si a < b alors – a > ( b, et réciproquement.
(la multiplication des deux membres par – 1 change le sens de l’inégalité, cf paragraphe III)

Exemples : si – x < 3 alors x > ( 3.            [image: image5.png]


 Le sens de l’inégalité change.

                   si ( y ( ( 4 alors y ( 4

Règle du passage à l’inverse :

Si a et b sont non nuls et de même signe, et si a<b,

alors  eq \s\do1(\f(1;a)) >  eq \s\do1(\f(1;b)), et réciproquement.
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 Le sens de l’inégalité change.
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 Rappel : pas de passage à l’inverse possible pour 0 ( 0 n’a pas d’inverse)

[image: image8.png]


 La règle n’est pas valable si les deux nombres n’ont pas le même signe.

Contre-exemple : si ( 4 < 2 alors (  eq \s\do1(\f(1;4)) <  eq \s\do1(\f(1;2)) et pas >.

Comme le signe d’un nombre ne change pas par passage à l’inverse, un nombre négatif reste négatif et un nombre positif reste positif, et le négatif reste strictement inférieur au positif. dans le cas où les deux nombres sont de signes opposés, le sens de l’inégalité ne change donc pas !

Remarque : Cette règle résulte de la continuité et de la décroissance de la fonction inverse sur les intervalles ]-SYMBOL 165 \f "Symbol"\h ;0[ et ]0 ;+SYMBOL 165 \f "Symbol"\h[, étudiée en classe de seconde.

Exemples d’application à la résolution d’inéquations : 

· Si x > 10 alors   eq \s\do1(\f(1;x)) <  eq \s\do1(\f(1;10)), car x > 0 puisque x > 10.

· Si 0 <  eq \s\do1(\f(1;y)) < 7, alors   y >  eq \s\do1(\f(1;7)) .

     3- Encadrement d’une différence ou d’un quotient.

Encadrement de x – y  ?

Il faut procéder en deux étapes :

1 – Passage à l’opposé pour le nombre que l’on soustrait (y)

2( Additions membre à membre (des encadrements de x et de ( y)
Exemple : si ( 7 < x < 1 et ( 3 < y < ( 2.

Soustraire y, c’est additionner son opposé ( y.

On procède à un passage à l’opposé pour le deuxième encadrement :

( 3 < y < ( 2 donc 3 > ( y > 2, soit 2 < ( y < 3.

Ensuite, on additionne membre à membre :

             ( 7        <      x            <     1

(+)         2          <    ( y           <     3

        ( 7 + 2       <   x ( y         <     1 + 3

Soit     eq \x(( 5 < x ( y < 4)
Encadrement de  eq \s\do1(\f(x;y)) , dans le cas où x et y sont de même signe et différents de 0.

Il faut procéder en deux étapes :

1 – Passage à l’inverse pour le nombre par lequel on divise (y)

2( Multiplications membre à membre de l’encadrement de x et de  eq \s\do1(\f(1;y)).
Exemple : si 3 < x < 5 et 2 < y < 4.

2 < y < 4 donne  eq \s\do1(\f(1;2)) > y >  eq \s\do1(\f(1;4)) ou  eq \s\do1(\f(1;4)) < y <  eq \s\do1(\f(1;2)) , puisque tous les nombres de départ sont supérieurs à 2, donc strictement positifs.

Ensuite, on multiplie membre à membre :

            3        <    x      <     5

(()        eq \s\do1(\f(1;4))        <     eq \s\do1(\f(1;y))      <      eq \s\do1(\f(1;2))
        3 (  eq \s\do1(\f(1;4))      <   x (  eq \s\do1(\f(1;y))  <  5 (  eq \s\do1(\f(1;2))
Soit      eq \x(   <    eq \s\do1(\f(x;y))   <    eq \s\do1(\f(5;2)))

