2"¢ _ Programmes 2010 — Chapitre VII :
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I- Présentation de la fonction carré€. ¥

Dans cette lecon, nous nommerons f la fonction
définie sur R par £ (x)=x".

Définie sur IR : cela signifie que tous les réels peuvent

étre antécédents par cette fonction.
Définie par f (x)=x" : cela signifie que I'image d'un

. . . £ 2
réel x par cette fonction est le carré de ce réel : x”.

.x 2
Autre maniére de le noter: f: x—W» x
lire: « f estlafonction quia x associe x au carré »

Remarquer : la fleche avec un petit trait a sa base,
caractéristique des fonctions : « qui a ... associe ... »

Le « must », c'est de noter comme suit :

|R ’ |R On dit: « f estlafonction définie C
f ' sur R a valeurs dans R, quia x ﬁ g 1

|—> 2 . .
X X associe x au carré. » 3ot

Le premier R, c'est I'ensemble de définition de la fonction.

Placer les points dont les coordonnées sont (x  f ( X )) du

Le second IR indique que les images par cette fonction sont des réels, tableau de valeurs et tracer une allure de la parabole
. o R ) e _2 . ) .
mais tous les réels n'ont pas besoin d'étre des images par f . d'équation y=x", qui est la courbe représentative de f .

A l'aide du menu TABLE de votre calculatrice, remplissez le tableau de valeurs suivant.
(Donner les valeurs des images arrondies a 0,01 pres) :

X -3 /-25 -2|-15/ -1 -05,-025|0]025 [ O5| 1| 1,5 |2 25|33 ] 35

f(x)

Par lecture graphique de la courbe, compléter le tableau de variations de la fonction (on admettra qu'il est exact
et on n'indiquera pas les limites de f en —oo et en +oo car ce n'est pas au programme) :

f(x)

La courbe représentative de f est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées, ce qui implique que fout réel
et son opposé ont la méme image par f .Onnote: ¥V x €R, f(—x)=f(x).

(quel que soit x appartenant a R)
Ici en particulier: V x € R, (—x)’=x".
Les fonctions qui ont cette particularité (dont la courbe est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées) sont
appelées des fonctions paires.
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II- Les équations du type x’=a .

a estun réel donné.

Dans chacun des trois cas suivants, nous avons trac€ :

y=x’

La parabole d'équation

(= la courbe représentative de la fonction « carré »)

— Ladroite d'équation . (Rappel : c'est une droite parallele a 'axe des abscisses, et la courbe
représentative d'une fonction constante).

Lorsque a=0

Lorsque a>0
y/\
fig. 2
(y=x)
{r=a)
bl ': ° x)
-ya \'la
solutions defl'équation : x=a
J"?I‘
L'équation x’=qg admet deux
solutions : x=+va et x=—+a.
( —
‘ S=1—\/E;\/a}

i
Yo fig.3
(y=x7)
(=0) .
ok ]
Une seule solution : x=0 3!

L'équation x’=0 admet une seule
solution : x=0.

0]

Lorsque a<0
g

#
¥

fig. 4

y=x7

L

=)

Aucune solution, car
la droite et la parahole
n'ont aucun point commun.

z . 2
L'équation x"=a n'admet aucune

solution.

2

S

a (nombre négatif)

o

Résolvons I'équation (5x—

Exemples d'applications :

2)=36.

Résolvons I'équation (x— 11 )220 .

C'est une équation du type X’=a avec X=5x—2, Clestune équation du type X’=a avec X=x—11 et

et a=36.

(5x=2)=36 © 5x—2=V36 ou 5x—2=—+36
< 5x—2=6 ou 5x—2=-6
= 5x=8 ou 5x=—4
4 X:§ ou )C:—i

5 5

_4.8
5°5

.

a=

0.

S=[11]

(x—11/=0 & x—11=0 < x=11.

Résolvons I'équation : (3 x*—7x+2)°=—4.

C'est une équation du type X°=a avec a<0 et
X=3x"—Tx+2.

Une résolution plus classique de cette équation consiste a
rassembler les termes dans le 1° membre, a le factoriser a l'aide

de la 3™ identité remarquable et & utiliser la régle du produit

nul.

S=4# car le carré d'un réel ne peut étre négatif.
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III- Les inéquations du type x'>a, x'=a, x'<a et x'<a. Exemples avec a>0 :

+  On souhaite résoudre l'inéquation x°<2,4 . \ fie. 5 /

Sur le graphique, on a représenté: la parabole ' f

12 . .2 . 14 . _
d'équation | y=x" | et la droite d'équation . i /
2

Les points de la parabole dont I'ordonnée est inférieure \ (y=x )
ou égale a 2,4 se situent sur et en-dessous de la droite 3
d'équation y=24. (y=2.4)

—

Leurs_absﬁses sont les nombres de l'intervalle
[—v2,4:2,4].

Résolution algébrique de cette inéquation :

19

I
I
I
I
I
|
|
I
I
I
I
.|
J

V2.4

|
|
|
|
|
|
i
<24 o —J24<x<V2.4 {

S=[_v24:y24] L

-1 1] 1

]
]

Remarque : la lecture graphique, ici, n'est qu'un support de compréhension a la résolution algébrique. Celle-ci,
qui a valeur de preuve, se justifie par le tableau de variations de la fonction carré. On rappelle qu'une lecture
graphique, elle, n'a pas valeur de preuve.

On souhaite résoudre 1'inéquation x’=4. fie. 6

Sur le graphique, on a représenté: la parabole

d'équation | y=x" | et la droite d'équation . 54

|_"',': 4)

4
ES

Les points de la parabole dont I'ordonnée est
supérieure ou égale a 4 se situent sur et au-dessus de la
droite d'équation y=4.

e
—

P

Leurs abscisses sont les nombres des intervalles
|—o0;=2] et [2;+00].

Résolution algébrique :
S e
X’>4 & x<—4 ou x=>V4 —
e x<—2 ou x=2

S=]-00;—2]U[2;+o]

*  Application : résolvons l'inéquation (7—x)*=>9.
Elle est du type X’>9 avec X=7—x. Or X’>9 X<—v/9 ou X=v9 (cf. exemple précédent)

(7-x/>9 & 7—x>—V9 ou 7-x<V9 & 7—x<-3 ou 7—x>3
o —x<—-10 ou —x=>-4 o x=10 ou x<4 S=]-0;4]U[10;+o]

Remarque : une autre méthode consiste a rassembler les termes de cette inéquation dans le 1° membre, a le factoriser a l'aide de la
troisieme identité remarquable et a utiliser un tableau de signes.
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Avec a=0 :

ol =

2] - 0 1
Touss les réels sont s¢lutions

puisque le carré de tout
réel est positif ou nul,
d'apres la regle des signes.

y=t
2 1

g R 0
send O n'est pas SO{iﬂH
ou

S=]-00;0[U]0;+0]

Seul 0 n'a pas un carré
strictement positif.

2 2
x'<0 x <0
-] N
Fig. 9 Fig. 10
(=) ] |
(=)
4
o
2
"
g S
24 I q
| 3 e
i 2] |
! |
14 i !
| 14 :
; :
. 2 A 0 1oy 2
femaet saksaaﬁ R ancun réel n'pst solution
0 est le seul réel dontle | puisque le carré de tout
carré soit négatif ou nul réel est positif ou nul,
(en l'occurrence : nul) | d'apres la regle des signes.

Application : Résolvons I'inéquation x°<2x—1 .

x’<2x—1 © x’—2x+1<0 enretranchant 2x—1 aux deux membres
en factorisant le premier membre a l'aide de la deuxieme identité remarquable

Avec a strictement négatif :

2
e (x—1)<0
(=1
o x=1 S={1]
Fig. 11 |
(y=x)
el
a3
2_
el
T -
Tous les wels sant solutions
.‘I_
(y=-15)
.2 - 2 2
Les 1nequat10ns xX">a |et| x"=a | auront pour

solutions tous les réels, puisque tous les réels ont un
carré positif ou nul d'apres la regle des signes, donc

nécessairement plus grand

u'un nombre négatif.

S=

R

(y=x7)

fig. 12

x—1=0 puisque seul 0 a un carré négatif ou nul (cas de la figure 9)

(y=-1,8)

aicun wéel n'est selution

2
X <a

Les inéquations

2
x"<a | n'auront aucune

solution, le carré d'un réel ne pouvant étre plus petit

qu'un nombre négatif.

S

]
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IV- Les comparaisons et encadrements.

IIs résulteront du tableau de variations de la fonction carré ( f: x —P» x*):

X — 0 +
f(x)
0
On rappelle : fig. 13

Définition 1 : une fonction est croissante sur un intervalle si
et seulement si elle conserve l'ordre sur cet intervalle.

Conséquence : si x, et x, sont deux réels d'un méme
intervalle I sur lequel une fonction f est croissante,
x, et x, seront rangés dans le méme ordre que leurs

images f(x,) et f(x,).

Sur la figure, ona x,<x,,

f strictement croissante sur un intervalle comprenant
X, et x,,

donc on aura f (x,)<f(x,) .

. . 2 2
Exemple avec la fonction carré : Comparons 3 et w”.

f(x?_j

()

fest strictement croissante sur l'intevalle [a;h]

\l’1 w

Les nombres ¥, etx2 sontrangés
dans le méme ordre que leurs
images f(x1) etf(x2)

3 et 1t sont dans l'intervalle [0;+oo[ sur lequel la fonction carré est strictement croissante.

2 2 . . . .
Comme 3<1, on aura : | 3°<xt” |, puisqu'une fonction strictement croissante conserve 1'ordre.

Définition 2 : Une fonction est décroissante sur un
intervalle si et seulement si elle intervertit 1'ordre sur cet
intervalle.

Conséquence : si x, et x, sontdeux réels d'un méme
intervalle 1 sur lequel une fonction [  est
décroissante, x, et x, seront rangés dans l'ordre
contraire de celui de leurs images f (x,) et f(x,).

Sur la figure, on a x,<x,,

f strictement décroissante sur un intervalle comprenant
X, et x,,

donc onaura f (x,)>f(x,) .

4

on change le sens de l'inégalité

fest strictement decroissante sur lintevalle [a;h]

fig. 14

Les nombres %y etx2 sontranges
dans l'odre inverse de leurs
images fix,) etflx,)

Exemple avec la fonction carré : On sait que x appartient a l'intervalle [—3;—1]. On veut encadrer x” .

—3<x<—1 o (=3)=x">(-1)* soit 9>x">1, clest-a-dire 1<x°<9.

on change le sens des inégalités

X e [1;9]

Car —3, x et —1 sont tous trois dans l'intervalle ]—o0;0] sur lequel la fonction fest strictement décroissante.
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Et si on voulait encadrer x~ dans le casou —3<x<2 ?

Reprenons le tableau de variations de notre fonction carré :

X — -3 0 2 + o0

TN o

Lorsque x vaut —3, f(x)=9.

La fonction est décroissante sur l'intervalle [—3;0], jusqu'a atteindre un minimum de O en 0.

Ensuite, elle est croissante sur [0;2] et vaut 4 lorsque x=2.

Bilan : lorsque —3<x<2, 0<x’<9|.

Méme si elle n'est pas nécessaire pour raisonner (les informations du tableau de variations suffisent), on peut

tout de méme illustrer ce raisonnement a 1'aide de la courbe :

Fig. 15 \

Lorsgue xvarie entre -3 (exclu)
et 2 (inclus),

w*varie entre 0 (inclus)

et & (exciu).

|
[
[
|
|
|
|
|
|
|
[
[
I
|
|
|
|
|
|
[
I
[
[
1
.

% varle entre -3 (exclu)
et 2 (inclus)

144

. m, vane
entre 0 (inchus)
et 9 {exch)

]
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